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O USO DO MODELO POLI-LOG-LOGISTICO EM ANALISE DE
SOBREVIVENCIA E CONFIABILIDADE

CARRASCO, Cleber Giugioli

RESUMO: Em andlise de sobrevivéncia e confiabilidade, além de estudos que englobam apenas uma causa de
falha, sdo comuns pesquisas em areas médicas e industriais centradas em causas que competem entre si para
causarem a ocorréncia do evento de interesse, como o 6bito do paciente ou a falha de um determinado componente.
Entretanto, em minutos experimentos a causa de morte do paciente ou falha do componente pode ser desconhecida,
dando origem aos chamados riscos competitivos latentes que podem ser modelados via modelo poli-log-logistico,
em particular, se a funcdo de risco for multimodal. Uma técnica de verificacdo grafica para ajuste do modelo €
apresentada.

Palavras-chave: Andlise de sobrevivéncia e confiabilidade. Funcdo de risco. Funcdo de
sobrevivéncia. Modelo poli-log-logistico. Riscos competitivos.

SUMMARY:: In survival analysis and reliability studies it is common we find data sets where several failure
causes competing between themselves to cause the occurrence of the event of interest, such as the patient death or
the failure of a certain component. However, in many experiments the cause of the patient death or the failure of the
component can be unknow, leading to the latent competing risk problems. This kind of data can be modeled through
the poly-log-logistic model, in particular, if the risk function is multimodal.

Keywords: Competing risk. Hazard function. Poly-log-logistic model. Reliability and survival
analysis.

INTRODUCAO

Em analise de sobrevivéncia, um paciente cujo sistema imunol6gico é deficiente esta
sujeito a contrair inumeros tipos de doencas, tendo assim Vérias possiveis causas de falha
competindo entre si, para ocasionar a morte do paciente. Em confiabilidade, cada componente de
um sistema elétrico ligado em série pode ocasionar a falha do sistema, tendo assim Varias
possiveis causas de falhas competindo entre si. Neste tipo de problema, o tempo de vida
associado a um particular fator de risco ndo é observado, mas somente 0 tempo minimo dos
tempos de vida relacionados a todos os fatores de riscos e, em geral, as causas de falhas sédo
latentes, no sentido de ndo termos informacg&o sobre qual fator de risco foi responsavel pela morte
do individuo ou falha do componente. Em muitas situacdes, esta informacdo ndo esta disponivel

ou é impossivel para um especialista especificar a real causa da morte ou falha. Quando a causa
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morte ou falha ndo é conhecida, temos um problema de riscos competitivos latentes, que estdo
presentes em diversas areas, como por exemplo, ciéncias atuais, confiabilidade industrial,
demografia, estudos biomédicos e satde publica.

H& uma extensa literatura com procedimentos estatisticos de analise baseados em modelos
de riscos para tratarmos esses problemas, quando as causas de falhas sdo conhecidas (COX;
OAKES, 1984). Porém, tais procedimentos ndao podem ser utilizados se as causas de mortes ou
falhas sdo latentes, ou seja, se ndo sabemos qual o fator de risco foi responsavel pela morte do
individuo ou falha do componente.

Uma possivel formulacdo para esse problema é assumir que os riscos afetam o0s
individuos independentemente. Esta suposicdo estd de acordo com a discussdo apresentada por
Tsistis (1975) que enfatiza que a hipo6tese de independéncia ndo é diretamente testavel, e Cox
(1962) e Tsistis (1975) que argumentam existir uma distribuicdo conjunta com tempos de falhas
independentes para qualquer distribuicdo conjunta de todos os tempos de vida relacionados a
cada fator de risco. Dessa forma, se assumirmos que o tempo de vida relacionado a um particular
risco tem uma distribuicdo log-logistica, entdo o minimo tempo de vida entre todos os tempos de
vida terd uma distribuicdo poli-log-logistica. Essa distribuicdo é muito Gtil para modelarmos
dados com fungGes de riscos multimodais, o que sera discutido neste trabalho.

Em anélise de sobrevivéncia e confiabilidade é comum termos a presenca de censuras nos
dados. Varios fatos podem colaborar para a ocorréncia de censuras. Entre outros podemos citar o
evento de interesse pode ndo ocorrer até o final do tempo de estudo, devido a diversas
peculiaridades como, por exemplo, o abandono de pacientes antes do término da pesquisa ou a
falha de um determinado componente devido a outras causas ndo consideradas no estudo. Neste
estudo ndo discutiremos este assunto, mas em um trabalho recente Carrasco e Louzada-Neto
(2001) trabalharam com censura do tipo aleatéria, 0 que é muito comum na area médica. Isto
ocorre quando um paciente é retirado no decorrer do experimento sem ter ocorrido o evento de
interesse, ou, se 0 paciente falecer por uma razao diferente da estudada.

Neste trabalho faz-se uma pequena introducgéo a analise de sobrevivéncia e confiabilidade,
apresentando a funcdo de sobrevivéncia e a fun¢do de risco. Descrevemos o modelo poli-log-
logistico e suas propriedades, apontando as motivacdes para 0 seu uso no contexto de dados de
riscos competitivos latentes e, em particular, para dados que apresentam funcdo de risco

multimodal. Uma técnica de verificagdo gréafica para ajuste do modelo também é apresentada.
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1 ESPECIFICANDO O TEMPO DE FALHA

Seja T uma varidvel aleatoria ndo-negativa a qual representa o tempo de falha, tal variavel
é usualmente especificada pela sua funcdo de sobrevivéncia ou funcdo de falha (ou risco). A

seguir apresentamos estas duas funcoes.
1.1 A FUNCAO DE SOBREVIVENCIA

A funcdo de sobrevivéncia S(t) é definida como a probabilidade de uma observagdo ndo
falhar até um certo tempo t. Desta forma, podemos escrever S(t) como: S(t) =P (T > t).

A tabela 1 apresenta algumas funcbes de sobrevivéncia que podem ser expressas

analiticamente e que sdo normalmente utilizadas em anélise de sobrevivéncia e confiabilidade.

Tabela 1: Algumas fungdes de sobrevivéncia paramétricas.

Distribuigdo Funcédo de Sobrevivéncia
Exponencial eit
Weibull [ t Jﬁ
e -l —
M
Log-Logistica u’

1.2 A FUNCAO DE RISCO

A funcéo de risco, representada por h(t), especifica a taxa de falha instantanea no tempo t
condicionada a sobrevivéncia até o tempo t e é dada por (COX ; OAKES, 1984).

< >
00 = lim PE<t+AU/T 21)
At—0 At

Observe que os valores da fungdo de risco (2.2) sdo nimeros positivos, ndo limitados

superiormente.
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Existe uma relacdo matematica entre a fungdo de risco h(t) e a funcdo de sobrevivéncia

S(t), dada através da seguinte express&o.

h(t) = %

Onde f(t) é conhecida como funcéo de densidade de probabilidade de T.

Outra relacdo muito utilizada em andlise de sobrevivéncia, relaciona a funcdo de

sobrevivéncia com a funcédo de risco acumulada H(t), dada por

H(t) = f h(u)du= - log (S(t)).

Devido a sua interpretacdo, a fungédo de risco tem sido preferida por muitos autores, uma
vez que ela descreve como a probabilidade instantanea de falha se modifica com o passar do
tempo. Além disso, através da funcéo de risco podemos obter classes especiais de distribuigdes
de sobrevivéncia. Por exemplo, a distribui¢do exponencial acomoda fungdes de riscos constantes,
isto é, h(t) = 1/u, enquanto que se a funcdo de risco for monotonicamente decrescente ou
crescente em t, temos uma distribuicdo de Weibull (LAWLESS, 1982). As distribuigcdes log-
logistica e log-normal acomodam funcdes de risco unimodais (KALBFLEISH; PRENTICE,
1980).

A tabela 2 apresenta algumas funcGes de risco que podem ser expressas analiticamente e

que sdo comumente utilizadas em anlise de sobrevivéncia paramétrica.

Tabela 2: Algumas fungdes de risco paramétricas

Distribuigdo Funcéo de Risco
Exponencial 1
y7,
Weibull At
uh
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Log-Logistica p

Apesar de raras, fungdes de risco multimodais e em forma de “U” também podem ser
observadas. Louzada-Neto (1999) propés uma funcdo de riscos multiplos, também conhecida

como modelo de riscos maltiplos, que acomoda esses tipos de comportamento, definida por

m ﬁjtﬂjfl
h(®) = 2 a6 . k),
= My

onde p; PBj e kséo pardmetros positivos desconhecidos e g j(.) € uma fungdo mondtona de forma
paramétrica conhecida que é igual a um, quando todos 0s seus argumentos sdo iguais a zero.

Uma vantagem da funcdo de multiplos riscos (2.5) é sua capacidade de acomodar varias
familias de modelos usuais, como por exemplo, os modelos de riscos gamma generalizado, log-
normal, log-logistico e 0 Weibull. Tais fun¢des permitem ndo somente o ajuste de funcbes de
riscos constantes, monoétonas crescente e decrescente, mas também o ajuste de fungdes de riscos

em forma de “U” e multimodais.
2 O MODELO LOG-LOGISTICO SIMPLES

Uma variavel aleatéria T tem distribui¢do log-logistica simples se a funcéo de risco e a
funcéo de sobrevivéncia para T, sdo dadas respectivamente por (LAWLESS, 1982).

-1
h(t) = ﬁT (3.1)
_ou
S(t) = o

onde pe P sdo respectivamente os parametros de escala e forma respectivamente.

A funcdo de densidade de probabilidade para T é dada a partir de (2.3) e (3.1) por
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() (!
o= (2% ) =

Assim a média e a variancia de T sdo respectivamente dadas por,

E(t)=mncsc(n/B)/ (B /nPYP) se p>1e Vart)y=2mesc 2n/P)/ (B (1/xP)?'P) - E(t)?,
se p>2. Oj-ésimo percentil t; é definido por t;=(j/ ((1 / n?)(1 - j))*?.

Pode-se mostrar que a distribuicdo log-logistica simples tem funcéo de risco suja forma
depende do parametro de forma, isto é, para B < 1 a fungdo de risco € monotonicamente
decrescente e para § > 1, a fungdo de risco tem forma concova, ou seja, inicialmente cresce para o
méximo no tempo ((B— 1)/ ( 1/ n?))"? e entéio decresce para zero quando o tempo se aproxima
do infinito. O modelo log normal também pode acomodar fungdes de risco na forma céncova,
sendo similar & distribuicdo log-logistica (Klein; Moeschberger, 1997). A vantagem do modelo
log-logistico em relacéo a log-normal é apresentar uma expressdo simples para a funcéo de risco

e para a funcdo de sobrevivéncia.

3 0 MODELO POLI-LOG-LOGISTICO

Considere que individuos ou componentes sdo submetidos a m causas de mortes ou falhas
diferentes m < 2. Seja X; o tempo de vida relacionado com a j-ésima causa de morte ou falha,
com uma funcg&o de densidade de probabilidade dada por fj(x). Somente o tempo minimo entre o0s
varios riscos, T = min (Xy,[...],Xm), é observado para cada individuo ou componente e, 0s Xj’s
sdo supostos independentes. Assim, a funcéo de risco e a funcéo de sobrevivéncia para T sdo
dadas respectivamente, por

h®)= 2 (1)
j=1

(4.2)
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m

s)=]] si®

j=1

De (2.3) e (4.1), temos que a funcdo de densidade de probabilidade é dada por

=200 SO (42)
j=1 j=1

Quando assumimos que o tempo de vida relacionado a um particular risco tem uma
distribuicdo log-logistica, entdo de (3.1) e (3.2) 0 minimo tempo de vida entre varios riscos tera
uma distribuicdo poli-log-logistica (Louzada-Neto, 1999) dada por

m _tﬂj—l
ht)= . i - (4.3)
= My

onde p;j Bj e k sdo parametros positivos a serem estimados, com p; denotando o parametro de
escala, representando o 63.2 percentil da distribuicdo e [j representa o parametro de forma
(Nelson, 1990).

De (3.1) e (3.2) a funcdo de sobrevivéncia do minimo tempo de vida T € definida por

m ‘Lljﬂj

S(t): 0
j=1 ,ujﬂj +th

(4.4)

Substituindo (4.3) e (4.4) em (4.2), obtemos a fungdo de densidade de probabilidade
definida por

m B m ﬁj
fty= >, [ﬁT} I [u_,} (4.5)

i=1 -1 pui +t7

Quando apenas dois riscos sao considerados isto €, m = 2, 0 modelo poli-log-logistico (4.3) é
dado por
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Bt B
h(t) = #lfit _ ﬂfit _ (4.6)
2

Assim, com m = 2, a esperanga da varidvel T pode ser calculada como aleatéria

E(T) = ]" Pt ulpg Bt g

dt. 4.7
JUPCRTS [Py O (P

Enquanto que a variancia de T pode ser obtida através da forma usual

Var(T) = E(T?) = (E(T))% (4.8)

As integrais em 4.7 e 4.8 ndo tém solucGes explicitas conhecidas e, portanto, métodos

numericos devem ser aplicados para a obtencdo de suas solucdes.

4 MOTIVAGCAO PARA O USO DO MODELO

Além de modelar dados de riscos competitivos latentes, o modelo poli-log-logistico
também pode ser utilizado para modelar dados com funcéo de risco multimodais, sendo esta outra
motivacao para sua formulagéo.

Considere o caso onde os dados apresentam uma funcdo de risco bi-modal. O modelo
(4.6), ¢é suficientemente flexivel para ajustar este tipo de conjuntos de dados pois, além de
acomodar fungdes de risco unimodais, também pode acomodar fungdes de risco bi-modais,
conforme é mostrado na Figura 1 a qual apresenta formas tipicas da funcdo de risco do modelo
log-logistico duplo. Em sua generalizacdo o modelo (4.3) pode acomodar fungdes de riscos

multimodais.
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Figura 1: fun¢des de risco para o modelo (2.8). Para todas as curvas py = 1650. (---): 1 =0,75, (...):f1=0,5¢ 2 = 3,
(“.“.“): Bi=2¢ Bz =3, (“ -- “)Z Bl =3e Bz =6e (-...-...-)Z Bl =6e Bz =6.

A forma dessas funcGes de risco depende dos valores conjuntos dos parametros de forma
B1e P2 . Se o max (B1,B2) <1, 0risco € decrescente; se B1 < 1 ¢ B2 > 1 a funcdo de risco decresce-
cresce-decresce e se o min(f; ,B2) > 1 0 risco € uni ou bi-modal.

Apesar de haver modelos de riscos que acomodam funcdes de risco unimodais, como é o
caso da distribuicdo log-logistica simples (KALBFLEISCH; PRENTICE, 1980) e da distribui¢do
Weibull-exponenciada (MUDHOLKAR et al., 1995), a literatura nessa area é carente de modelos
que acomodam fung@es de riscos multimodais. Alguns exemplos numéricos com fungéo de risco
multimodais relacionadas a pacientes transplantados podem ser encontrados em Kilein;
Moeschberger (1977). Neste contexto, o risco poli-log-logistico (2.5) é suficientemente flexivel
para acomodar esse tipo de conjunto de dados, sendo esta, uma outra motivacdo para sua

formulagéo.

5 REVISAO

A escolha do modelo a ser utilizado é um t6pico extremamente importante na analise
paramétrica de dados de tempo de vida. O procedimento de estimagdo sé deverd ser aplicado

apos ter sido estabelecido 0 modelo probalistico adequado aos dados. Assim, uma implementacéao
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de técnicas graficas de adequacdo para ajuste do modelo se faz necesséria. Essas técnicas graficas
sdo a forma mais simples de escolher o modelo a ser utilizado para um determinado conjunto de
dados, além de serem utilizadas com bastante frequéncia para verificar a adequacdo do ajuste de
modelos estatisticos. Tais técnicas geralmente sdo baseadas na construgdo de graficos da forma.

g1(H(t)) versus ga(t)

t
onde H(t) = j h(a)da é a fungdo de risco acumulada (LAWLESS, 1982) e g; € uma funcdo

0
monotonicamente crescente tal que limgi(H(.)) = -oo, limgi(H(.)) =« .
A idéia basica deste procedimento é obter graficos que devem ser aproximadamente
lineares caso o0 modelo selecionado seja adequado. ViolagGes da linearidade podem ser

verificadas visualmente.

6 ILUSTRACOES NUMERICAS

Considerando ga(.) = log(.), quando um gréfico de gi(H(t)) = log(e"®*

) versus gi(t) =
log(t) for aproximadamente linear, o0 modelo log-logistico simples é adequado aos dados
(LOUZADA-NETO, 1997).

A figura 2 mostra graficos para dois exemplos gerados com tamanhos amostrais iguais a
80. Para o primeiro exemplo os parametros foram fixados em p; = 1000, 1 = 3, uz= 2000, B2 = 3.
O primeiro exemplo representa uma situacdo onde o modelo log-logistico simples ndo €
adequado, mas um modelo log-logistico duplo possivelmente seja, enquanto o segundo exemplo

representa uma situacdo onde uma distribuicdo log-logistica simples sera suficiente para o ajuste.
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Figura 2: Verificacdo gréfica para ajuste do modelo: (000 ) exemplo 1 e (... ) exemplo 2.

CONCLUSAO

O modelo poli-log-logistico (4.3) pode ser utilizado para modelagem de riscos
competitivos latentes, ou seja, quando ndo temos informagdo de qual fator de risco foi
responsavel pela morte do individuo ou falha do componente. Também pode ser utilizado com
sucesso par ajuste de dados com fungdes de riscos multimodais, sendo essa sua grande vantagem
em relagdo aos outros modelos que ajustam dados de riscos competitivos. Entretanto, podemos

também utilizar a técnica de verificacdo grafica para auxiliar na escolha do modelo a ser ajustado.
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