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UMA CONDICAO NECESSARIA E SUFICIENTE PARA
RESOLUBILIDADE EM C* DE OPERADORES DIFERENCIAIS
PARCIAIS

ONOFRE, Jilio César de Jesus®

RESUMO: No estudo de operadores diferenciais parciais temos um grande interesse em saber se dado um
operador diferencial este sera ou ndo, resolivel. Dentro desta Otica, neste trabalho, apresento um importante

resultado devido a Harvey que nos d4 uma condicio necesséria e suficiente para resolubilidade de EDP’s em C™.
Serd demonstrado uma proposi¢do decorrente deste teorema, que nos garanta uma condigdo necessaria envolvendo

solug@es singulares do operador transposto para resolubilidade em C™do operador. Neste trabalho sera apresentada
também uma classe de exemplos de operadores nédo resollveis, conclusdo esta dada pelo teorema.

INTRODUCAO

No estudo de operadores diferenciais parciais temos um grande interesse em verificar
quando um operador diferencial parcial é, ou ndo resolGvel. Neste trabalho estudaremos alguns
resultados de grande importancia no que diz respeito a esta questdo de resolubilidade. Isto sera
feito comegando com uma introducdo na teoria dos Espacos de Sobolev onde sera provado um
resultado que calcula a ordem de distribuicbes pertencentes a estes espacos. Feito isso,
enunciaremos um importante teorema devido a Harvey que nos dd uma condigcdo necesséria e
suficiente para a resolubilidade de EquagOes Diferenciais Parciais no espaco das funcOes
definidas num aberto Q e infinitamente diferencidveis (C* (Q)). Serd provado uma proposi¢cdo
que nos garanta uma condicao necessaria envolvendo solucdes singulares do operador transposto

para a resolubilidade em C”(Q) do operador, e finalizando, serd dado uma classe de exemplos

de operadores diferenciais parciais que ndo sao resoltveis em C”(Q).

1 ESPACOS DE SABOLEV H°® (Q)

1.1 DEFINICAO
Se s € um nimero real, definimos H* como sendo o espaco das distribuicdes temperadas u em
R", cuja transformada de Fourier G () )(=u (e T 87Y) 6 uma funcdo de quadrado integravel

com respeito a medida.
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(1+]&g]?°de

onde & € a varidvel em R" com respeito a transformada de Fourier. Equipamos H® com o produto

interno

(uv)s=la@E) v ©@a+|[e|?°de

€ com a norma associada

”U"s:(RnJ.l 0(&) |2(1+ |a |2)Sd§)1/2

Isto torna H® um espaco de Hilbert (Ver [T] — péag. 59).

1.2 DEFINICAO
Definimos H¥qc (©) como o subespaco das distribuicdes tais que ¢u € H* (R"),

Vo € Co”(Q).

1.2 POPOSICAO
Se u € € (Q) € e u admite extensdo continua para H* (Q) entdo u e de ordem finita.

Demonstracéo: Temos, por hipotese, que existe U, € H® (Q) tal que
)=l ¢ @0+ |E])°dE, Vo eH (@
Logo, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz
)< flusllolls, vueH (@
Tome k inteiro positivo tal que k > s, logo

loll< ol

Nestas condigdes, tome R suficientemente grande tal que S (u) < Bgr(O). E dai, considere tal
que S (¢ ) = Br(O).

Finalmente observemos que

lo®llo< € o]l R™
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Mas
loll*=I1 @ [*@+[e]de <] ©[*@a+|e[)*de =T] 1-2)0|?dx<
k! f 2
S 2 g Aol
E pela desigualdade anterior teremos

k! - .
loll <X k! CR™ ||A¢ [l < Cpax (0)

E portanto ord (u) <2 k.

2 CONDICAO NECESSARIA E SUFICIENTE PARA RESOLUBILIDADE DE
OPERADORES DIFERENCIAIS PARCIAIS EM C”(Q).

Iniciamos esta sec¢do nos referindo a um teorema devido a C. Harvey, a saber:

2.1 TEOREMA:
A aplicacdo linear continua
P:C(Q) > C(Q)
é sobrejetora se, e somente se, a seguinte condigéo for satisfeita:

Dados K < Q compacto ¢ s um n(imero real, entdo existem K < Q compacto, t um nimero real

eB>0 taisqueseuce (Q),
'PueH e S (Pu) cK
entéo
S(u)c K ueH el <B |'Pu s
Demonstracdo: Ver [T] - pég. 61.

2.2 PROPOSICAO

Seja P um operador diferencial parcial tal que 3K cc Qe u, € D’ (Q) com 'Pu, €

C*(Q),SS (u)) < eord(u)=n. Entaio P (C™) = C™, isto é, P ndo é resoluvel.
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Demonstracao

Tome ¢ € C,” tal que ¢ =1 numa vizinhanga de K, logo v, = oum é de suporte
compacto e satisfaz as mesmas hipdteses que {u,} e em adicéo teremos que V, € e. Suponha que
P (C¥) = C~, assim pelo teorema anterior tomando K = S (@) e s = 0 obtemos que

'Pv, e HeS('Pvy)) c K

Logo se existisse K’ e t nas condicdes do teorema obteriamos v, € H' m e ¥n, 0 que nos daria

uma contradicao.

2.3 EXEMPLOS

Considere 0 operador L = mx 0y ny % +a

OX

Daremos condigBes suficientes para que o operador P tal que ' P = L ndo seja resolivel em

C”(Q), onde Q é qualquer aberto de R? contendo a origem. Tome u = 6.9 ® 5.9, assim

teremos: L (ukj) = (mx i +ny i +a)(5x(k)® 5X(J)):
OX oy

=[m(-(k+1)+n(-(+ D) +a] 9@ 5.9

Tal operador P e a seqliéncia de distribui¢des { u; } estdo nas condi¢des da proposi¢éo anterior
sempre que existiremk, j € N arbitrariamente grandes tais que — mk —nj + o = 0.

Por exemplo, este éocaso quandom=2,n= -lea =1
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